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m LICZBY RZECZYWISTE | PROCENTY

m DZIAL 1

Liczby rzeczywiste i procenty

1.1

TEORIA | WZORY

W tym dziale zbieramy narzedzia do pracy z liczbami: jak sprawdzi¢ podzielnos¢ bez dzielenia, jak
zapisa¢ ,dowolng liczbe parzystg” literka (kluczowe w zadaniach na dowodzenie), jak nie pogubic
si¢ w procentach oraz co wolno, a czego nie wolno robi¢ z pierwiastkami i logarytmami.

CECHY PODZIELNOSCI

m Cecha podzielnosci to szybki test: patrzysz na cyfry liczby i od razu wiesz, czy dzieli sie bez reszty -

bez wykonywania dzielenia.

Liczba catkowita jest podzielna:

przez 2 - gdy jej ostatnia cyfra to 0, 2,4, 6 lub 8,

przez 3 - gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 3,

przez 4 - gdy jej dwie ostatnie cyfry tworzg liczbe podzielng przez 4,
przez 5 - gdy jej ostatnia cyfra to 0 lub 5,

przez 6 - gdy jest podzielna jednoczesnie przez 2 i przez 3,

przez 9 - gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 9,

przez 10 - gdy jej ostatnia cyfra to 0.

PRZYKLAD

Czy 2514 dzieli sie przez 6? Ostatnia cyfra 4 - jest parzysta, wiec dzieli sie przez 2. Suma cyfr: 2 +5 +
144 =12, a 12 dzieli sie przez 3. Skoro dziata i 2, i 3 - liczba dzieli sie przez 6.

1.2 ZAPIS SYMBOLICZNY LICZB (DOWODZENIE)

m W zadaniu ,udowodnij, ze dla kazdej liczby parzystej..” nie mozesz sprawdzac liczb po kolei - musisz

zapisa¢ wszystkie naraz. Do tego stuzy zapis z literka: 2k to ,dowolna liczba parzysta”, bo cokolwiek

podstawisz za k, wynik bedzie parzysty.

Dla k € Z:

Liczba parzysta / nieparzysta

2k oraz 2k +1
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Liczba podzielna przez n / dajaca reszte r przy dzieleniu przez n

nk oraz nk +r

Kolejne liczby catkowite, parzyste, nieparzyste

k,k+1, k+2 2k, 2k + 2 2k+1, 2k+3

PRZYKLAD

sLiczba, ktora przy dzieleniu przez 7 daje reszte 3” to 7k + 3. Sprawdzenie: dla k = 2 mamy 17,
i faktycznie 17 = 2-7 + 3.

1.3 NWDINWW

m NWD to najwieksza liczba, przez ktora dzielg sie obie liczby; NWW to najmniejsza liczba, ktéra dzieli

si¢ przez obie. Ponizszy zwigzek pozwala policzy¢ jedno, gdy znasz drugie.

NWD(a,b) - NWW(a,b) =a-b

PRZYKLAD
NWD(12, 18) = 6. Zatem NWW(12,18) = 22 = 36 - bez wypisywania wielokrotnosci.

6

1.4 PIERWIASTKI

m Pierwiastki wolno mnozy¢ i dzieli¢ (gdy maja ten sam stopien), ale nie wolno ich dodawac¢ ani odej-

mowac ,pod jednym daszkiem”. To najczestszy blad rachunkowy na maturze.

Mnozenie i dzielenie pierwiastkow tego samego stopnia
Va
Ya- b ="Ya-b Ya _ \/@
W b
Wskazowka. Uwaga: Ja++b # va + b. Sprawd? na liczbach: /9 + 16 = 3+4 = 7, ale /9 + 16 = v/25 = 5.

Pierwiastek z pierwiastka [R]

W = 4a

m Stopnie pierwiastkow sie mnoza: pierwiastek kwadratowy z pierwiastka szesciennego to pierwiastek

stopnia 6.

Pierwiastek z kwadratu

Ve2=lxl  ale  (VA) =x (x20)
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m LICZBY RZECZYWISTE | PROCENTY

m Kolejnos$¢ ma znaczenie! Gdy najpierw podnosisz do kwadratu, a potem pierwiastkujesz, znak liczby

ginie w kwadracie - dlatego wynik musi by¢ nieujemny, stad warto$¢ bezwzgledna.

PRZYKLAD

J(=5)? = V25 = 5 = | — 5| - a nie —5. Ten wzor ratuje przy upraszczaniu: \/7 —43 = \/(2 —3)2 =
2-+v3|=2-+3.

Usuwanie niewymiernosci z mianownika

a :a_\/z c c(\/E—\/I_))

B b Jatvb  a-b

®m  Niewymierno$¢ w mianowniku” = pierwiastek pod kreska utamka. Pozbywasz sie go, rozszerzajac
utamek: albo przez ten sam pierwiastek, albo - gdy w mianowniku jest suma - przez wyrazenie z prze-

ciwnym znakiem (wtedy dziata wzér (a — b)(a + b) = a® — b* i pierwiastki znikaja).

PRZYKLAD

—1_2(3-1
2 _ 2 3-1_243 ) _5-1
V3+1 3+1 3-1 3-1

1.5 LOGARYTMY

®m Logarytm to pytanie: ,do jakiej potegi podnies¢ podstawe, zeby dostac te liczbe?”. Stad dwie wartosci,

ktore musisz znaé z pamieci - tablice ich nie podaja.

Wartosci szczegolne
log,1=0 log,a=1
m log, 1 =0,boa’ =1 dla kazdej podstawy. log,a = 1, bo a' = a.

Odwrocenie podstawy i liczby logarytmowanej [R]

1
log, b =
Ea log, a
PRZYKLAD
logg2 = I ! g = % - zamiast mysle¢ ,osiem do jakiej potegi daje dwa”, odwracasz pytanie na
08
fatwiejsze.
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1.6 PROCENTY

Jakim procentem liczby a jest liczba b?

b. 100%
a

m Drzielisz ,to, o co pytajg” przez ,punkt odniesienia”. Punkt odniesienia (czyli 100%) to zawsze liczba

po stowie ,liczby” w pytaniu.

tancuch zmian procentowych

m Podwyzka o p% = mnozenie przez (1 + Tfo)’ obnizka o p% = mnozenie przez (1 - ﬁ) Kilka zmian

po kolei? Po prostu mnozysz kolejne nawiasy - nie wolno dodawac ani odejmowac procentéw!
PRZYKLAD

Cena wzrosta 0 10%, potem spadta 0 20%: x-1,1-0,8 = 0,88x. Lacznie cena spadta o 12% (a nie o 10%!).

Wskazowka. ,0 ile procent wiecej” i ,,0 ile procent mniej” to rézne wartosci: 75 jest o 50% wieksze od 50,
ale 50 jest tylko o 33%% mniejsze od 75 - bo zmienia sie punkt odniesienia.

Kapitalizacja odsetek k razy w roku

nk

p
K, =K~<1 )
" +1oo-k

m Karta CKE podaje tylko wersje z jedng kapitalizacjg rocznie. Gdy bank dopisuje odsetki np. co kwartat
(k = 4): oprocentowanie dzielisz na k czesci, ale za to potegujesz k razy czesciej. K - kapital poczatkowy,

p - oprocentowanie roczne w %, n - liczba lat.

PRZYKLAD

4
1000 zt na 2 lata, 10% rocznie, kapitalizacja co pét roku (k = 2): K, = 1000 - (1 + %) =1000-1,05* =
1215,51 zt.

Wariant z podatkiem od odsetek (podatek Belki 19%)

nk

p
K=k (14081 )
" 100 - k

m W zadaniach ,z zycia” bank oddaje tylko czes$¢ odsetek - reszte zabiera podatek. Mnoznik 0,81 to 100%

minus 19% podatku (w treéci zadania stawka moze by¢ inna - wtedy podmien mnoznik).

1.7 WARTOSC BEZWZGLEDNA

B |x — a| czytaj: ,odleglo$¢ liczby x od liczby a na osi liczbowej”. Wtedy rownania i nieréwnos$ci rozwia-

zujesz ,na oko™: |x — 3| < 2 znaczy ,x lezy blizej niz 2 od trojki”.
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Interpretacja odlegtosciowa (dla r > 0)

X—al=r < x=a-r Vx=a+r
|x —al
x—a|<r < a-r<x<a+r

lx—a|>r < x<a—-r vV x>a+r

PRZYKLAD
|x — 3| < 2: szukamy liczb odlegtych od 3 o mniej niz 2, czyli x € (1,5).

Przemiennos$¢ pod kwadratem i wartoscia bezwzgledna
(a—b) = (b-a) la—bl = [b—al

® Odejmowanie nie jest przemienne, ale kwadrat i warto$¢ bezwzgledna ,zjadaja” minus - wiec kolej-
=2 _
(2—xp L

nos¢ przestaje mie¢ znaczenie. Przydaje sie przy skracaniu utamkow typu
Réwnos¢ wartosci bezwzglednych
laj=b)| = a=b Vv a=-b

m Dwie liczby maja rowne wartosci bezwzgledne, gdy sa rowne albo przeciwne. Tak rozbijasz réwnania

typu [2x — 1| = |x + 3| na dwa zwykle réwnania.

Nierownosc¢ trojkata [R]
la+ bl < |a| + [b| llal = 16| < la — ]

1.8 JEDNOSTKI - NAJCZESTSZE PRZELICZENIA

®m Zadania praktyczne (dziatki, zbiorniki, predkosci) wymagaja sprawnego zonglowania jednostkami.

Putapka: jednostki pola przelicza si¢ z kwadratem, a objetosci - z szeScianem przelicznika diugosci.

Wielkosé Przeliczenia

dlugosc¢ 1km=1000m, 1m=100cm
pole 1m? = 10000 cm?, 1ha=10000m?, 1a=100m?
objetosé 11=1dm’ = 1000 cm3, 1m3=10001
masa 1t=1000kg, 1kg=100dag=1000g
PRZYKLAD

Akwarium 40 cm x 25 cm x 30 cm: V = 30000 cm? = 30 dm” = 30 litrow.
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1.9  SREDNIA PREDKOSC

m Pulapka klasyczna: Sredniej predkosci nie liczy si¢ jako $redniej arytmetycznej predkosci. Zawsze:

cala droga podzielona przez caly czas.

_ Scatkowita

Sr
tcalkowity

PRZYKLAD

Trasa 120 km w jedna strone: tam 60 km/h (czyli 2 h), z powrotem 40 km/h (czyli 3 h). Srednia: % =48
km/h - a nie 50!
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m DZIAL 2

Wyrazenia algebraiczne i dowodzenie

TEORIA | WZORY

Karta CKE podaje wzory skroconego mnozenia tylko dla dwoch sktadnikéw. Tutaj: wersje z trzema
sktadnikami, ogdlny rozktad roznicy poteg oraz komplet narzedzi do zadan ,wykaz, ze..” - czyli jak
z tezy zrobi¢ co$, co jest oczywiscie prawdziwe.

2.1 DODATKOWE WZORY SKROCONEGO MNOZENIA

m Kwadrat sumy trzech sktadnikow dziala jak dla dwoch, tylko dluzej: kwadrat kazdego sktadnika plus
podwojone iloczyny kazdej pary.

Kwadrat sumy trzech sktadnikow

(@+b+c)? =a%+b*+ %+ 2ab + 2bc + 2ac
Warianty ze znakami minus

(@a—b+c)? =a%+b*+c?—2ab— 2bc + 2ac

(a—b—-c)® =a% +b*+c? —2ab + 2bc — 2ac

m Zasada znakow: kwadraty zawsze na plus; podwojony iloczyn pary jest dodatni, gdy oba skladniki

maja ten sam znak, a ujemny - gdy rozne.
PRZYKLAD

(x+2y —3)* = x* + 4y* + 9 + 4xy — 6x — 12y. Para (x, 2y) - oba na plus, wiec +4xy; pary z —3 daja
minusy.

Wskazéwka. (—a—b)? = (a +b)? - minus sprzed cafego nawiasu ,znika” przy podnoszeniu do kwadratu.

Réznica n-tych poteg [R]

at—b"=(a—b) (an_1 +d 2+ d" + -+ ab" T+ b"_l)

m Pierwszy nawias zawsze (a — b), w drugim potegi a maleja, potegi b rosna, wszystkie znaki na plus.

Dlan = 2 in = 3 dostajesz znane wzory z karty.
PRZYKLAD

a* —b* = (a—b)(@ + a®b + ab® + b*) - albo szybciej, dwa razy roznica kwadratéw: a* — b* = (a® —

b*)(a@® +b?) = (a —b)(a + b)(a® + b°).
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2.2 TECHNIKI DOWODZENIA NIEROWNOSCI

m Plan kazdego dowodu nieré6wnosci: przenie$ wszystko na jedna strone, uporzadkuyj i probuj zwinaé

w kwadrat (lub sume kwadratéw). Kwadrat jest zawsze > 0 - i dowod gotowy.
Oczywista prawda
(w)* >0
Klasyczna nieré6wno$¢ pomocnicza
a® +b® > 2ab (rébwnos¢ dla a = b)

m To po prostu rozwiniety wzor (a — b)> > 0: rozpisz kwadrat i przenie$ 2ab. Potowa maturalnych

dowodow konczy sie wlasnie tym krokiem.

PRZYKLAD
Wykaz, ze x* + 9 > 6x dla kazdego x. Przenosimy: x* — 6x + 9 > 0, czyli (x — 3)* > 0 - prawda, bo
kwadrat jest nieujemny. |

Wskazowka. W przeksztatceniach: pozbywaj sie¢ utamkéw (mnozac przez dodatni mianownik), pierwiast-
kéw (podnoszac do kwadratu, gdy obie strony nieujemne) i szukaj wzoréw skréconego mnozenia.

2.3 NIEROWNOSCI MIEDZY SREDNIMI [Rr]

m Dlaliczb dodatnich cztery rodzaje srednich zawsze ustawiajg sie¢ w tej samej kolejnosci: kwadratowa >
arytmetyczna > geometryczna > harmoniczna (zapamietaj: KAGH). Réwno$c¢ tylko wtedy, gdy wszystkie
liczby sg identyczne.

2 2
aj+--+a a+--+a n
! n > 1 n > yay - ... ay > T 1
n n (] _— e =
- [

eometryczna a aq,
arytmetyczna & Y N "
harmoniczna

kwadratowa

Najczesciej uzywane przypadki (n = 2 i n = 3) [R]

,2 2
a;rbzm a+139+02% a—;bS a erb

PRZYKLAD

Wykaz, ze dla a,b > 0 zachodzi l% + g > 2. Ze srednich (arytmetyczna > geometryczna) dla liczb g

ié'l(9+é)> Z bzl,czyli§+§22. ]

a’ 2 \b a/ — a
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m FUNKCJE

m DZIAL 3

Funkcje

TEORIA | WZORY

Funkcja to maszynka: wrzucasz x (argument), wypada y (wartos¢). Karta CKE nie definiuje ani pod-
stawowych poje¢, ani tego, jak przesuwanie i odbijanie wykresu zmienia wzor - a to pojawia sie na
niemal kazdej maturze.

3.1 POJECIA, KTORYCH NIE DEFINIUJA TABLICE

- Dziedzina D - zbi6r wszystkich argumentdw (x-6w), ktére wolno wrzuci¢ do funkeji.

« Zbiér warto$ci ZW - zbidr wszystkich wynikdéw (y-6w), ktore funkeja potrafi zwrécic.

Miejsce zerowe - argument x, dla ktoérego f(x,) = 0; na wykresie: przeciecie z osig Ox.

Os$ odcietych - 0§ Ox; 0§ rzednych - 0§ Oy.

- Cwiartki numerujemy od I (obie wspotrzedne dodatnie) przeciwnie do ruchu wskazéwek zega-
ra.

3.2 WYZNACZANIE DZIEDZINY - KONIECZNE ZALOZENIA

B Drziedzine ,psuja” tylko dwie rzeczy: dzielenie przez zero i ujemna liczba pod pierwiastkiem parzyste-

go stopnia. Patrzysz na wzér i wykluczasz oba zagrozenia.
f(x)zé:B:tO fx)=vA = A>0 f(x)zi:B>0
B VB
PRZYKLAD
f(x) = %: pierwiastek jest w mianowniku, wiec x — 2 > 0 (nie wystarczy >!), czyli D = (2, +oo).
3.3 CHARAKTERYSTYCZNE PUNKTY WYKRESU

Punkt przeciecia z osig Oy

(0, £(0))

m Na osi Oy zawsze x = 0 - wiec po prostu podstawiasz zero do wzoru. Kazda funkcja przecina o$ Oy

CO najwyzej raz.
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Punkty przeciecia z osig Ox

m Na osi Ox zawsze y = 0 - rozwigzujesz rownanie f(x) = 0. Rozwigzan (miejsc zerowych) moze by¢

wiele.

PRZYKLAD
f(x) = x*—4. 05 Oy: f(0) = —4, punkt (0, —4). 05 Ox: x* —4 = 0, czyli x = +2 - punkty (=2,0) i (2, 0).

Wskazowka. Jesli punkt P = (xp, yp) nalezy do wykresu funkcji f, to jego wspotrzedne spetniaja rownanie:
¥p = f(xp). Podstawiasz i wyliczasz niewiadome - tak znajduje sie nieznane wspotczynniki we wzorze
funkcji.

34 PRZEKSZTALCENIA WYKRESU FUNKCJI

® Zmiana przy x (w nawiasie) dziata poziomo i ,na odwrét niz intuicja”: f(x—2) to przesuniecie w prawo.
Zmiana poza nawiasem dziala pionowo i zgodnie z intuicja: f(x) + 3 to w gére. Minus przed f odbija

W pionie, minus przy x - w poziomie.

Nowy wzor Efekt geometryczny

y=f(x—a) przesuniecie o a w prawo
y=f(x+a) przesuniecie o a w lewo
y=f(x)+b przesuniecie o b w gore

y=f(x)-b przesuniecie o b w dot

y=—f(x) odbicie wzgledem osi Ox
y = f(-x) odbicie wzgledem osi Oy
y =—f(—x) odbicie wzgledem punktu (0, 0)

y = |f(x)| [R] cze$¢ pod osig Ox odbita do gory

y = f(x]) [R] prawa cze$¢ wykresu odbita na lewg strone

PRZYKLAD
Wykres g(x) = (x + 1) — 3 to parabola y = x* przesunieta o 1 w lewo (bo x + 1) i 0 3 w dét. Jej
wierzchotek: (=1, —3).

Proste pozioma i pionowa

y = a - prosta pozioma przez (0, a) X = a - prosta pionowa przez (a, 0)

B y = ato wszystkie punkty o wysokosci a (linia pozioma); x = a to wszystkie punkty o odcietej a (linia

pionowa). Prosta pionowa nie jest wykresem zadnej funkcji.
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= FUNKCJA LINIOWA | FUNKCJA KWADRATOWA

m DZIAL 4

Funkcja liniowa i funkcja kwadratowa

TEORIA | WZORY

Dwie najczesciej odpytywane funkcje na maturze. Karta CKE daje delte, postaci tréjmianu i wzory
Viete’a - ale milczy o tym, jak szybko znalezé wierzchotek z miejsc zerowych, co oznaczaja wspot-
czynniki a, b, ¢ na wykresie i jak szuka¢ warto$ci najwiekszej na przedziale.

4.1 FUNKCJA LINIOWA
B Wzor ogdlny: f(x) = ax + b, gdzie a to wspdlczynnik kierunkowy, a b - wyraz wolny.
Wspoétczynnik kierunkowy prostej przez dwa punkty

VB~ VA
a=—
XB — XA

(xa # xp)

m Licznik: o ile zmienit sie y. Mianownik: o ile zmienil sie x. Czyli a mowi, o ile prosta ,wjezdza do gory”

na kazdg jednostke w prawo.

PRZYKLAD
Prosta przez A =(1,2) i B=(3,8):a = g = 3. Potem b z podstawienia A: 2 =3 -1+ b, wiecbh = —1
iy=3x—1
Miejsce zerowe
b
Xg = —— (a+0)
a

m Bierze si¢ z rozwiazania ax + b = 0. Nie musisz go pamigta¢ - ale przyspiesza zadania zamknigte.

Interpretacja wspoétczynnikow

- a> 0 - funkcja rosnaca, a = 0 - stala, a < 0 - malejaca,

- wykres przecina o$ Oy w punkcie (0, b).

Wskazowka. Punkt przecigcia dwoch prostych = rozwigzanie uktadu ich rownan. Prosta przez dwa punk-
ty = podstaw oba punkty do y = ax + b i rozwiaz uktad z niewiadomymi a i b.

4.2 FUNKCJA KWADRATOWA

m Wzor ogdlny: f(x) = ax? + bx + ¢ przy a # 0; wykresem jest parabola o wierzcholku W = (p, q).
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Przeciecie z osia Oy

f(0)=¢c = punkt(0,c)

m Wyraz wolny c¢ to po prostu wysokos¢, na ktorej parabola przecina o$ Oy - widzisz to bez liczenia,

podstawiajac x = 0.

Wspoétrzedna p wierzchotka z miejsc zerowych

S8 % Glaaso) p=x (daA=0)

m Parabola jest symetryczna, wiec wierzcholek lezy dokladnie posrodku miedzy miejscami zerowymi -

srednia arytmetyczna i gotowe. Szybsze niz p = ;—b gdy miejsca zerowe juz znasz.
a

Wspotrzedna q wierzchotka - zawsze

q=f(p)

B Zamiast pamieta¢ g = f: wierzchotek lezy na paraboli, wiec jego druga wspolrzedna to po prostu

warto$¢ funkeji w p.

PRZYKLAD

(x) = x?—6x+8, miejsca zerowe: x; = 2, x, = 4. Wierzchotek: p= L 3,q=f(3) =9-18+8 = —1.
) 3 q
Czyliw = (3,-1).

Réwne wartosci funkcji

a+b

f@=1® - p==

m Jesli parabola w dwoch argumentach ma te¢ samg warto$é, to te argumenty lezg symetrycznie wzgle-
dem wierzcholtka - wiec p to ich $rednia. Uogdlnienie wzoru z miejscami zerowymi (0 tez jest ,tg samg

warto$cig”).

Posta¢ iloczynowa dla A =0

fG) = alx — xp)?

m Gdy A = 0, jedyne miejsce zerowe wystepuje ,podwojnie”. Gdy A < 0 - miejsc zerowych nie ma

i postac iloczynowa nie istnieje.

4.3 NAJMNIEJSZA I NAJWIEKSZA WARTOSC NA PRZEDZIALE

B Na przedziale domknietym kandydatow jest najwyzej trzech: oba konce przedziatu oraz wierzchotek

- 0 ile w ogdle wpada do przedziatu. Liczysz wartosci i wybierasz najmniejsza/najwieksza.
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PRZYKLAD

f(x) = x* — 6x + 8 na (0,4). Kandydaci: f(0) = 8, f(4) = 0O oraz-bo p = 3 € (0,4) - f(3) = —1.
Najmniejsza warto$¢: —1, najwieksza: 8.
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m WIELOMIANY | FUNKCJE WYMIERNE

m DZIAL 5

Wielomiany i funkcje wymierne

TEORIA | WZORY

Jak znalez¢ pierwiastek wielomianu, gdy nie wida¢ go gotym okiem? Skad wiadomo, przez co prébo-
wac dzieli¢? Karta CKE podaje tylko wzory na A i sze$ciany - cata ,strategia” rozwiazywania rownan
stopnia 3 i wyzej jest poza nia.

51 PIERWIASTKI WIELOMIANU O WSPOLCZYNNIKACH CALKOWITYCH [Rr]

Twierdzenie o pierwiastkach catkowitych

Jezeli wielomian o wspolczynnikach catkowitych ma pierwiastek catkowity p, to p jest dzielnikiem
wyrazu wolnego ay.

m Czyli: kandydatéw na catkowity pierwiastek szukasz wylgcznie wsrod dzielnikow liczby stojacej na

koncu wielomianu (z plusem i minusem). Podstawiasz po kolei, az ktory$ wyzeruje wielomian.

PRZYKLAD

W(x) = x> — 4x* + x + 6. Wyraz wolny: 6, kandydaci: £1, 2, +£3, 6. Sprawdzamy: W(-1) = -1 —4 —
14 6 = 0 - trafiony. Dzielimy W(x) przez (x + 1) i rozwigzujemy dalej rownanie kwadratowe.

Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych

Jezeli utamek nieskracalny £ jest pierwiastkiem wielomianu o wspolczynnikach calkowitych, to

p dzieli wyraz wolny ay, a q dzieli wspotczynnik przy najwyzszej potedze a,,.

m Wersja dla utamkéw: licznik bierzesz z dzielnikow konca, mianownik - z dzielnikoéw poczatku. Uzy-

wane, gdy wspolczynnik przy najwyzszej potedze to nie 1.

5.2 DZIELENIE WIELOMIANOW [R]
Rownos¢ z dzielenia z reszta

W(x) = P(x) - Q(x) + R(x), deg R < degP

m Dokladnie jak w liczbach: 17 = 5-:3+2. Dzielna = dzielnik razy iloraz plus reszta, a reszta jest ,mniejsza”

(nizszego stopnia) niz dzielnik.

Reszta z dzielenia przez dwumian

Reszta z dzielenia wielomianu W (x) przez (x — a) jest rtowna W(a).

m Nie musisz wykonywaé dzielenia! Chcesz reszte z dzielenia przez (x — 2)? Po prostu policz W(2).

Szczegdlny przypadek: W(a) = 0 oznacza, ze (x — a) dzieli wielomian bez reszty (twierdzenie Bézouta).
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PRZYKLAD
Reszta z dzielenia W(x) = x* + 2x — 1 przez (x — 2): W(2) = 8 + 4 — 1 = 11. Koniec zadania.

Wskazowka. Schemat Hornera pozwala szybko dzieli¢ wielomian przez (x — a): wypisz wspotczynniki,
przepisz pierwszy, kazdy kolejny to poprzedni wynik razy a plus biezacy wspotczynnik.

Krotnos¢ pierwiastka
Jesli x jest pierwiastkiem k-krotnym, to W(x) = (x — xo)k - Q(x), gdzie Q(xp) # 0.

m Krotnos¢ wida¢ na wykresie: przy krotnosci parzystej wykres dotyka osi Ox i zawraca (jak parabola

w wierzchotku), przy nieparzystej - przebija o$ na drugg strone.

5.3 FUNKCJA HOMOGRAFICZNA [Rr]

ax+b
cx+d

flx) = (c#0, ad —bc #0)

m To ,ulamek z liniowych” - jego wykresem jest hiperbola. Najwazniejsze w zadaniach sg asymptoty,

czyli proste, do ktorych wykres sie zbliza, ale ich nie dotyka.

Asymptoty
. d . a
pionowa: x = —— pozioma: y = —
c c

m Pionowa: tam, gdzie zeruje sie mianownik (dzieli¢ przez zero nie wolno, wiec wykres ,ucieka”). Po-

zioma: iloraz wspotczynnikow przy x - tyle wynosi granica funkeji w +oo.

Przesuniecie hiperboli
Wykres f(x) = ﬁ + g to hiperbola y = % przesunieta o wektor [p, q]; asymptoty: x = p oraz
y=q.

PRZYKLAD
2x+3

o) = 2=

Dziedzina: R \ {1}, zbiér wartosci: R \ {2}.

: asymptota pionowa x = 1 (mianownik zeruje sie dla x = 1), pozioma y = % = %o
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m DZIAL 6

Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna

TEORIA | WZORY

Karta CKE podaje prawa dziatan na potegach i logarytmach - ale ani stowa o samych funkcjach:
kiedy sg rosnace, kiedy malejace i dlaczego przy podstawie mniejszej od 1 trzeba odwréci¢ znak
nierdbwnosci. A to wiasnie na tym wyktfada sie najwiecej osob.

6.1 MONOTONICZNOSC - KLUCZ DO ROWNAN I NIEROWNOSCI

Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna o podstawie a

a > 1 - obie rosnace 0 < a < 1 - obie malejace

m Podstawa wieksza od 1: im wigkszy wyktadnik/argument, tym wieksza warto$¢ (wzrost). Podstawa

ulamkowa: kolejne potegi malejqg - np. (%)1 , (%) (%) to % 4—11, %

Nieréwnosci wyktadnicze i logarytmiczne

a>1: a'<d <= x<y 0<a<l: a'<a < x>y

m Przy podstawie a > 1 znak nieréwnosci zostaje. Przy 0 < a < 1 funkcja maleje, wiec poréwnujac
wykladniki musisz odwrocic¢ znak. Ta sama zasada dotyczy logarytméw. Zapomnienie o odwroceniu =

najczestszy blad w tym dziale.

PRZYKLAD

(%)x > é, czyli (%)x > (%)3 Podstawa % < 1, wiec odwracamy: x < 3.

Réwnos¢ poteg o tej samej podstawie

X

ad=d = x=y (@a>0,a+1)

B Funkcja wykladnicza jest roznowarto$ciowa - kazda warto$¢ przyjmuje doktadnie raz. Dlatego row-
nanie wykladnicze rozwigzujesz, sprowadzajac obie strony do tej samej podstawy i poréwnujac wyktad-

niki.

PRZYKLAD

4* = 8. Wspélna podstawa 2: 2 = 2°, wiec 2x =3 i x = g
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6.2 ZALOZENIA PRZY LOGARYTMACH

® Zanim ruszysz rownanie logarytmiczne, zapisz dziedzing - bez tego rozwiazanie moze by¢ bledne, a na

maturze tracisz punkty.

log, b istnieje <= a >0, a+1, b>0

PRZYKLAD

log,(x — 3) = 1. Dziedzina: x — 3 > 0, czyli x > 3. Rownanie: x — 3 = 2!, wiec x = 5 - nalezy do
dziedziny, OK.

6.3 CHARAKTERYSTYCZNE PUNKTY I ASYMPTOTY WYKRESOW

Funkcja wyktadnicza y = a*

Zawsze przechodzi przez punkt (0,1), bo a’ = 1; 0§ Ox jest jej asymptota pozioma; przyjmuje
tylko wartos$ci dodatnie: ZW = (0, +00).

Funkcja logarytmiczna y = log, x

Zawsze przechodzi przez punkt (1,0), bo log, 1 = 0; 0§ Oy jest jej asymptota pionowa; dziedzina:
D = (0, +00).

m Te dwa punkty - (0, 1) dla wyktadniczej i (1,0) dla logarytmicznej - to pierwsza rzecz, ktorg spraw-
dzasz przy rozpoznawaniu wykresu w zadaniu zamknietym. Obie funkcje sg swoimi odbiciami wzgledem

prostej y = x.
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m DZIAL 7

Ciagi

TEORIA | WZORY

Karta CKE podaje wzory na n-ty wyraz i sume - zawsze ,startujac” od a,. Ale w zadaniach czesto
znasz np. as, a pytaja o ao. Ponizsze wzory pozwalaja skaka¢ miedzy dowolnymi wyrazami bez wy-
znaczania a,.

7.1  ZALEZNOSCI MIEDZY DOWOLNYMI WYRAZAMI
Ciag arytmetyczny - wyraz n-ty wzgledem wyrazu k-tego

ap=ap+(n—k)-r

m Z wyrazu g, do wyrazu a, robisz (n — k) ,krokéw”, a kazdy krok to dodanie réznicy r. Wzér z karty

to przypadek k = 1.
Ciag geometryczny - wyraz n-ty wzgledem wyrazu k-tego

an = Ak .qn—k

m Tak samo, tylko kazdy krok to mnozenie przez iloraz q.

PRZYKLAD
W ciggu arytmetycznymas = 7 ir = 3. Wtedy ag = a5 + (9 —5) -3 =7 + 12 = 19 - bez liczenia a;.

Wskazéwka. Indeksy ,sumuja sie™ a; = as + 2r (arytmetyczny) albo a; = as - ¢° (geometryczny), bo
7=5+2.

7.2 WLASNOSC SRODKOWEGO WYRAZU

B Trzy kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego: Srodkowy jest Srednig sgsiadow. W geometrycznym: kwa-
drat $srodkowego to iloczyn sgsiadow. To najczestszy sposob uktadania rownania w zadaniach typu ,licz-

by x, x + 4, 3x tworzg ciag..”.
Ciag arytmetyczny - $rednia arytmetyczna sasiadow

_ ap—1 + apyq

a, 2

m korepetycjesolve.com - Lekcja prébna gratis 18


https://korepetycjesolve.com

m CIAGI

Ciag geometryczny - kwadrat wyrazu srodkowego

2 _
Gn = Gn—1 " An+1

PRZYKLAD
Liczby 2, x, 18 tworza ciag geometryczny. Wtedy x* = 2 - 18 = 36, czyli x = 6 lub x = —6.

7.3 MONOTONICZNOSC CIAGU

m Ciag badasz jak schody: liczysz roznice miedzy kolejnym a biezacym stopniem. Roznica stale dodatnia

- schody idg w gore (ciag rosnacy); stale ujemna - w dot.
Dowolny ciag - badamy znak réznicy
apy1 — ay > 0 - rosnacy apy1 — ap < 0 - malejacy
Ciag arytmetyczny

r > 0 - rosnacy, r = 0 - staly, r < 0 - malejacy

PRZYKLAD

a, = n* — 10n. Réznica: a,,, —a, = (n+1)> = 10(n + 1) —n® + 10n = 2n — 9. Dlan < 4 ujemna, dla
n > 5 dodatnia - ciag najpierw maleje, potem rosnie (nie jest monotoniczny).

7.4  GRANICE [Rr]

Liczba e

n—oo

1 n
lim <1 + —) =e= 2718
n

m Wyrazenie w nawiasie dazy do 1, ale potega rosnie - i te dwa efekty ,remisujg” dokladnie na liczbie e.

Podstawa logarytmu naturalnego.

Granica ilorazu wielomiandéw (reguta praktyczna)

0 gdy k <m,
lim aknk+... _Ja dv k =
nooo b+ . | b, BT

+oo  gdy k > m.

m Dla ogromnych n liczy sie tylko najwyzsza potega - reszta to ,drobne”. Porownujesz stopien licznika
ze stopniem mianownika: wygrywa mianownik — granica 0; remis — iloraz wspotczynnikow; wygrywa

licznik — nieskonczono§é.
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PRZYKLAD

3n’ +n 3 ., . , . 2
im = = (stopnie rowne - iloraz wspoétczynnikow przy n?).
n—oo 2n2 —5 2

Warunek zbieznosci szeregu geometrycznego

lgl <1 czyli -1<g<1

m Wzor S = la—_‘q z karty wolno stosowac tylko przy tym warunku - gdy kolejne wyrazy maleja do zera.

W zadaniach z parametrem najpierw zapisz |g| < 1, dopiero potem licz sume.
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m DZIAL 8

Trygonometria

TEORIA | WZORY

Karta CKE ma tabele wartosci i wzory na sinus/cosinus sumy - ale nie moéwi, jaki znak ma funkcja
w danej ¢wiartce, i nie podaje zadnych wzoréw z tangensem sumy. Te braki uzupetniamy tutaj.

8.1  ZNAKI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH W CWIARTKACH

®m Zanim policzysz wartos§¢ funkeji kata rozwartego, musisz wiedzie¢, czy wynik wyjdzie na plus, czy

na minus - o tym decyduje ¢wiartka, w ktorej ,laduje” ramie kata.

Cwiartka sin cos tg ctg
I (0°-90°) + + + +
I (90°-180°) + - - -
I (180°-270°) - - + +
IV (270°-360°) - 1. - -

Wskazowka. Wierszyk: ,W pierwszej wszystkie sa dodatnie, w drugiej tylko sinus, w trzeciej tangens
i cotangens, w czwartej cosinus”.

PRZYKLAD
cos 150°: kat lezy w Il ¢wiartce, gdzie cosinus jest ujemny, a warto$¢ ,,bazowa” to cos 30° = ? Zatem
cos 150° = —Jz—g.

8.2 KATY OSTRE W TROJKACIE PROSTOKATNYM

m Katy ostre trojkata prostokatnego dopelniajg sie do 90° - a przyprostokatna ,naprzeciw” jednego kata

jest ,przy” drugim. Dlatego sinus jednego rowna sie cosinusowi drugiego.

Jezeli a + f = 90°, to:

sina = cos f tga =ctg p
PRZYKLAD
sin 62° = cos28° - bo 62° + 28° = 90°. Typowe zadanie zamkniete: ,wyrazenie % jest réwne..” -
odpowiedz: 1.
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8.3 TANGENS SUMY I ROZNICY [r]

tga +tg B te(a— B) = tga —tg f

tg(a + ) =
g+ h) 1-tgatgf 1+tga tgf

m Karta podaje sumy tylko dla sinusa i cosinusa. Zapamietaj krzyzowy uklad znakéw: w liczniku znak

zgodny z dzialaniem, w mianowniku - przeciwny.

Tangens podwojonego kata [R]

2tga
tg 2a = —
1—-tg°a

PRZYKLAD
2.

[N

tga = % Wtedy tg2a =

| =

W |

I

8.4 FUNKCJE PODWOJONEGO KATA PRZEZ TANGENS [Rr]

. 2tga 1—tg2a
sin 2a = — cos2a = —
1+tg°a 1+tg°a

m Bardzo praktyczne: znasz sam tangens i od razu dostajesz sin 2o i cos 2 - bez wyznaczania sinusa
i cosinusa z jedynki trygonometryczne;j.
8.5 FUNKCJE POTROJONEGO KATA [Rr]
sin3a = 3sina — 4sin’ @ cos3a = 4cos’ @ — 3 cosa
B Mnemotechnika: w obu wzorach wystepuja liczby 3 i 4, sinus ,zaczyna od 3” (3sina — ...), cosinus

,zaczyna od 4” (4 cos® a — ...).

8.6 SUMA I ROZNICA SINUSA I COSINUSA TEGO SAMEGO KATA [Rr]
sinx+cosx=\/§sin<x+%) sinx—cosxzxﬁsin<x—%)

® Suma dwoch ,falek” to znowu jedna falka - przesunieta i podciggnieta v/2 razy. Stad np. od razu wida¢,

ze najwieksza warto$¢ sin x + cos x to v/2.

8.7 ZAMIANA STOPNI NA RADIANY [Rr]

T
180°

alrad] = a [°]-

m Radian to inna jednostka miary kata: pelny kat to 27 zamiast 360°. Przelicznik bierze sie z proporcji
180° = 7.
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m DZIAL9

Planimetria

TEORIA | WZORY

Najobszerniejszy zestaw brakéow w karcie CKE: katy wielokatow, przekatne kwadratu i szeSciokata,
trojkaty ,charakterystyczne”, promienie okregdw w trojkacie prostokatnym, wtasnosci stycznych.
Bez tych faktow wiele zadan z planimetrii w ogdle nie ruszy.

9.1 WIELOKATY

Suma katéw wewnetrznych n-kata

(n—2)-180°

m Kazdy n-kat mozna pociaé przekatnymi z jednego wierzchotka na (n — 2) tréjkaty, a kazdy trojkat

,wnosi” 180°.

Kat wewnetrzny n-kata foremnego

(n—2)-180°
n

m W wielokacie foremnym wszystkie katy sa rowne - wiec sume dzielisz przez liczbe katow.
Liczba przekatnych n-kata

n(n—3)
2

B Z kazdego z n wierzchotkéw wychodza przekatne do (n — 3) innych (pomijamy jego samego i dwoch

sasiadow - to boki). Dzielimy przez 2, bo kazda przekatna policzylismy dwa razy.

PRZYKLAD

Osmiokat foremny: kat wewnetrzny = % = 135 liczba przekatnych = % = 20.

9.2 TRO_]KAT - WARUNEK ISTNIENIA I RODZA)
Nieréwnos¢ trojkata

a+b>c

m Trojkat o bokach a, b, ¢ istnieje tylko wtedy, gdy suma dwdch krétszych bokoéw przekracza najdtuzszy.
Odcinki 2, 3, 7 trojkata nie utworza, bo 2 + 3 < 7.
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Rodzaj trojkata z kwadratow bokéw (¢ - najdtuzszy bok)

a? +b* > c? - ostrokatny a? +b* = ¢ - prostokatny a? +b? < ¢? - rozwartokatny

B Rozszerzenie twierdzenia Pitagorasa: porownujesz sume kwadratow krotszych bokow z kwadratem

najdluzszego i od razu znasz typ trojkata.

PRZYKLAD
Boki 4, 5, 6: 16 + 25 = 41 > 36 - trdjkat ostrokatny. Boki 3, 4, 6: 9 + 16 = 25 < 36 - rozwartokatny.

9.3 KATY PRZY PRZECINAJACYCH SIE PROSTYCH

m Slownictwo i fakty, ktore karta pomija, a ktore pojawiaja sie w tresciach zadan: dwie przecinajace sie
proste tworza katy wierzchotkowe (naprzeciwko siebie - rowne) i przylegte (obok siebie - sumuja sie do
180°).

Prosta przecinajaca dwie proste rownolegte

Rowne sa: katy odpowiadajace (po tej samej stronie, ,w tym samym rogu”) oraz katy naprzemian-
legle (po przeciwnych stronach prostej tnacej).

PRZYKLAD

Typowy trik: kat miedzy ramieniem trapezu a podstawa dolng wynosi 70°, wiec kat miedzy tym
samym ramieniem a podstawa gérna to 180° — 70° = 110° (katy jednostronne przy prostych réwno-
legtych sumuja sie do 180°).

9.4 KWADRAT

Przekatna i pole przez przekatng

d:a\/i P:azz—

m Przekatna dzieli kwadrat na dwa tréjkaty prostokatne réwnoramienne - stad /2 z twierdzenia Pitago-

rasa.
Okrag opisany i wpisany
4
2 2

m Okrag opisany przechodzi przez wierzchotki - jego érednica to przekatna kwadratu (2R = a+/2). Okrag
wpisany dotyka bokéw - jego srednica to bok (2r = a).
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9.5 SZESCIOKAT FOREMNY

m SzeSciokat foremny to szes$¢ trojkatéw rownobocznych sklejonych w ,plaster miodu”. Wszystkie jego

wielkosci wyliczasz z trojkata rownobocznego o boku a.

Przekatne i pole

a’\3

dirotsza = aV3 dituzsza = 20 P=6-

9.6 TROJKATY CHARAKTERYSTYCZNE

m Dwa trojkaty, ktorych proporcje bokéw musisz znac¢ na pamiec - polowa zadan z planimetrii i stereo-

metrii na nich stoi.

Trojkat 90°-60°-30° (potowa tréjkata rownobocznego)
Naprzeciw 30° lezy a (najkrétszy bok), naprzeciw 60° lezy av/3, przeciwprostokatna: 2a.

Trojkat 90°-45°-45° (potowa kwadratu)

Przyprostokatne: a, przeciwprostokatna: av/2.

PRZYKLAD

W tréjkacie prostokatnym kat 30° i przeciwprostokatna 10. Najkrotszy bok (naprzeciw 30°) to pofowa
przeciwprostokatnej: 5; drugi: 5v/3.

9.7 TROJKAT ROWNOBOCZNY

Zwiazek promieni

R=2r
m Srodek tréjkata rownobocznego dzieli kazda wysokosé w stosunku 2 : 1: dluzszy kawatek (od wierz-

chotka) to promien okregu opisanego R, krotszy - wpisanego r. Karta podaje R = %h ir= %h 0sobno;

warto widzie¢, ze jedno jest dwa razy wieksze od drugiego.

9.8 TRO_]KAT PROSTOKATNY
Promien okregu opisanego

rR=E<
2

m Kat prosty jest katem wpisanym opartym na $rednicy - wiec przeciwprostokatna jest $rednica, a $ro-

dek okregu opisanego lezy w jej potowie.
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Promien okregu wpisanego

at+b-c
y = ——
2

B a, b - przyprostokatne, ¢ - przeciwprostokatna. Ten wzor dziata tylko w trojkacie prostokatnym; w do-

wolnym trojkacie zostaje ogélne r = § z karty (gdzie p to potowa obwodu).

PRZYKLAD

Tréjkat o bokach 3,4,5: R = g =25o0razr = 23

=1

9.9 OKRAG I STYCZNE

Réwnos¢ odcinkéw stycznych

Odcinki stycznych poprowadzonych z punktu P do okregu sa rowne: |PA| = |PB|.

® Zjednego punktu na zewnatrz okregu poprowadzisz dokladnie dwie styczne - i obie ,dotkng” okregu
w tej samej odlegtosci od P. Kluczowe w zadaniach z okregiem wpisanym: odcinki od wierzchotka do

punktoéw stycznosci sg rowne.

Styczna a promien

Kat miedzy styczna a promieniem poprowadzonym do punktu stycznosci jest prosty.
Wzajemne potozenie dwéch okregéw
styczne zewnetrznie: d = R+r styczne wewnetrznie: d = |[R —r|
B d to odleglos¢ srodkéw. Stycznosé zewnetrzna: okregi ,,stykaja sie brzuchami” - odcinek miedzy $rod-

kami to suma promieni. Wewnetrzna: maty okrag dotyka duzego od $rodka - odlegtos¢ srodkéw to roz-

nica promieni.

9.10 TRAPEZ

Odcinek taczacy srodki ramion (linia srodkowa)

a+b
2

X =

m Linia srodkowa jest rownolegla do obu podstaw, a jej dtugos¢ to ich $rednia arytmetyczna.

9.11 PODOBIENSTWO FIGUR
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m Skala k dotyczy dlugosci (bokow, wysokosci, obwodow). Pola rosng z kwadratem skali: figura 3 razy

,wieksza” liniowo ma pole 9 razy wieksze.

PRZYKLAD
Tréjkaty podobne w skali k = 2, pole mniejszego wynosi 5. Pole wiekszego: 5 - 22 = 20.

9.12  CZWOROKATY W OKREGU [Rr]

Czworokat wpisany w okrag

a+y=p+6=180

m W czworokacie wpisanym w okrag przeciwlegle katy sumujg sie do 180°. Dziata tez w drugg strone -

to test, czy na czworokacie da sie opisac okrag.

Czworokat opisany na okregu

at+c=b+d

m W czworokacie opisanym na okregu sumy przeciwleglych bokéow sg rowne (konsekwencja réwnosci

odcinkow stycznych).

Twierdzenie Ptolemeusza

|AC| - |BD| = |AB| - |CD| + |AD| - |BC|
m Tylko dla czworokata wpisanego w okrag: iloczyn przekatnych = suma iloczynéw przeciwlegltych

bokow.

9.13 TWIERDZENIA RACHUNKOWE [Rr]

Twierdzenie o dwusiecznej

|BD| B |AB|
IDC| ~ |AC|

m Dwusiecznakata A trafia w bok BC w punkcie D i dzieli go w takim samym stosunku, w jakim pozostaja

boki wychodzace z A. Dluzszy bok - dluzszy kawatek po jego stronie.

PRZYKLAD
|AB| = 6, |AC| = 4, |BC| = 5. Dwusieczna z A dzieli BC w stosunku 6 : 4 = 3 : 2, czyli [BD| = 3
i |DC| = 2.
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Twierdzenie o siecznych (potega punktu)

|PA|-|[PB| = |PC|-|PD| [PT* = |PA| - |PB|

B Prowadzisz z punktu P dwie sieczne - iloczyny ,0d P do pierwszego przeciecia” razy ,od P do drugiego”
sa rowne dla obu siecznych. Styczna to przypadek graniczny: oba przeciecia sklejaja sie¢ w punkt T, stad

kwadrat.

9.14 LICZBA

T =314= —
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m DZIAL 10

Geometria analityczna

TEORIA | WZORY

Geometria na wspoétrzednych: kazdy punkt to para liczb, kazda prosta to réwnanie. Karta CKE podaje
odlegtos¢ punktow, srodek odcinka i odlegto$¢ punktu od prostej - tu doktadamy symetrie, Srodek
ciezkosci, pole trojkata ,,z wspotrzednych” i test wspétliniowosci.

10.1  WSPOLCZYNNIK KIERUNKOWY

Prosta przez punkty A = (x4, v,4) i B = (x3, y3)

VB~ VA
a=——-
XB — XA

(xa # xB)

B ,Zmiana y przez zmiane x” - o ile prosta ro$nie na jednostke w prawo. Gdy x, = xp, prosta jest

pionowa i wspolczynnik kierunkowy nie istnieje (rownanie: x = x,).

PRZYKLAD

A=(2,1),B=(5,7):a=5:2. Prosta: y = 2x + b; z punktu A: 1 = 4 + b, wiec y = 2x — 3.

Prosta o danym wspétczynniku a przez punkt (x;, y;)

y = a(x = %) + 3

B Gotowy wzor bez wyliczania b: podstawiasz nachylenie i punkt - i masz rownanie prostej. Idealny do

stycznych oraz prostych réwnolegltych/prostopadlych przez zadany punkt.

PRZYKLAD

Prosta prostopadfa do y = 2x + 1 przez punkt (4,3): nachylenie a = —% (bo aya, = —1), wiec y =
—(x—4)+3=—2x+5

10.2  SYMETRIE PUNKTU W UKLADZIE WSPOLRZEDNYCH

m Ponizej obrazy punktu A = (x, y) w podstawowych symetriach.

m Odbicie wzgledem osi Ox zmienia znak y (punkt ,przeskakuje” nad/pod 08), wzgledem Oy - znak x,

wzgledem poczatku ukladu - oba znaki.
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Symetria wzgledem Obraz punktu

osi Ox (x,=y)
osi Oy (=x,y)
poczatku uktadu (0, 0) (=x,—y)
prostej y = x [R] (y,x)

PRZYKLAD
A = (3,-2): wzgledem Ox: (3, 2); wzgledem Oy: (=3, —2); wzgledem (0, 0): (-3, 2).

10.3  PUNKTY SZCZEGOLNE TROJKATA [Rr]

Srodek ciezkosci tréjkata ABC (przeciecie srodkowych)

Sz(xA+xB+xC J/A+YB+YC>

3 3

® Po prostu érednia arytmetyczna wspéhrzednych wierzchotkéw. Srodek ciezkosci dzieli kazda srodko-

wa w stosunku 2 : 1 liczac od wierzcholka.

PRZYKLAD

A=(0,0), B=(6,0),C = (0,3):§ = (=22, 222 — (2,1).

104 POLE TR()_]KATA O DANYCH WIERZCHOLKACH [Rr]
1
P= 5‘(363 —xa)(yc — ya) — (vp — ya)(xc — x4)
m Wz6r ,mechaniczny”: odejmujesz od wspoélrzednych B i C wspélrzedne A (przesuwasz trojkat tak,
by A trafito do zera), mnozysz na krzyz, odejmujesz, bierzesz potowe wartosci bezwzglednej. Zadnych

wysokosci i rysunkow.
Warunek wspétliniowosci punktéow A, B, C
(xg = xa)(ve = ya) — (g — ya)(xc —x4) = 0
m To samo wyrazenie rowne zero oznacza: pole ,troéjkata” zerowe, czyli punkty leza na jednej proste;.

PRZYKLAD
A=(1,1),B=(3,4),C=(0,5):P = §|(3— DG-1)-@-1)0-1)= §|8+3| = %
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10.5 ODLEGLOSCI

Odlegtos¢ dwach prostych rownolegtych [R]
Dla prostych Ax + By + C; = 0 oraz Ax + By + C;, = 0:

_ IC1 — G

VA? + B?

m Uwaga: obie proste muszg mie¢ identyczne A i B - jesli nie maja, najpierw pomnoz jedno z rownan

d

tak, by sie zgadzaly.

Wskazowka. Alternatywa bez wzoru: wez dowolny punkt jednej prostej i policz jego odlegtosc od drugiej
wzorem z karty.

10.6 OKRAG A PROSTA [Rr]

m O polozeniu prostej wzgledem okregu decyduje jedna liczba: odleglos¢ d $rodka okregu od prostej,

poréwnana z promieniem r. Tak sprawdza sie styczno$¢ bez rozwigzywania ukladu rownan.

d <r - prosta jest sieczng (2 punkty wspodlne)

d =r - styczna (1 punkt) d > r - rozlaczng (0 punktow)

PRZYKLAD

Okrag (x —1)? + y* = 5 i prosta 2x + y — 7 = 0. Odleglos¢ érodka (1,0) od prostej: d = 27 = 3

V5

&l

V5=r- prosta jest styczna.
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m DZIAL 11

Stereometria

TEORIA | WZORY

Karta CKE podaje objetosci i pola bryt - ale nie przekatne, nie liczbe krawedzi, nie czworoscian
foremny. A przekatna szescianu czy prostopadto$cianu to punkt wyjscia wiekszosci zadan o katach
w brytach.

11.1  SZESCIAN | PROSTOPADLOSCIAN
Przekatna sze$cianu o krawedzi a

d=a3 diciany = a2

® Dwa kroki Pitagorasa: najpierw przekatna sciany (podstawy) av'2, potem trojkat prostokatny z kra-

wedzig pionowa: /(av2)? + a? = a\/3.

Przekatna prostopadtoscianu o krawedziach a, b, c

d =+a?+ b2+ c?

m Tréjwymiarowy Pitagoras” - kwadrat przekatnej to suma kwadratow wszystkich trzech wymiarow.

PRZYKLAD
Prostopadtoscian 3 x4 x 12:d = v/9 + 16 + 144 = 169 = 13.

112 LICZBA SCIAN, KRAWEDZI | WIERZCHOLKOW

m Nie ucz sie tabelki na pamie¢ - wyobraz sobie bryle: graniastostup ma n $cian bocznych + 2 podstawy;
krawedzie to dwa n-katy (2n) plus n ,pionowych”. Ostrostup: n $cian bocznych + 1 podstawa, krawedzie:

n w podstawie + n do wierzchotka.

Bryta (n-kat w podstawie) Sciany Krawedzie Wierzchotki

graniastostup n+ 2 3n 2n
ostrostup n+1 2n n+1
PRZYKLAD

Graniastostup o 24 krawedziach: 3n = 24, czyli n = 8 - w podstawie o$Smiokat, $cian jest 10, wierz-
chotkow 16.
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Wskazowka. Bryta prawidtowa ma w podstawie wielokat foremny; Sciany boczne to odpowiednio pro-
stokaty (graniastostup) lub przystajace trojkaty rownoramienne (ostrostup).

11.3 CZWOROSCIAN FOREMNY

m Czworoscian foremny to ostrostup, ktoérego wszystkie cztery $ciany sa trojkatami rownobocznymi.

Jego wysokos¢ i objetosc¢ liczy sie¢ na maturze na tyle czesto, ze warto zna¢ wyniki na pamiec.

Wysokos¢ i objetos¢

11.4  KATY W BRYLACH - JAK JE ZNALEZC

m Karta nie definiuje katow, o ktére pytaja zadania. Kat miedzy prosta a plaszczyzna: kat miedzy prosta
a jej rzutem prostokqtnym na te plaszczyzne (,cieniem”). Kat dwuscienny (miedzy $cianami): kat miedzy
dwiema prostymi - po jednej w kazdej Scianie - prostopadlymi do wspoélnej krawedzi w tym samym

punkcie.

Wskazowka. Strategia: znajdz trojkat prostokatny zawierajacy szukany kat (zwykle: wysoko$¢ bryty +
rzut + odcinek nachylony) i uzyj tangensa. Przekatna z poprzednich wzoréw to czesto przeciwprostokatna
tego trojkata.

PRZYKLAD

Kat miedzy przekatna szeScianu a ptaszczyzng podstawy: rzut przekatnej na podstawe to przekatna

podstawy a2, wysokoé¢ nad rzutem to a. Zatem tga = ﬁ = g

11.5 PODOBIENSTWO BRYL

i:kz E:kS
Py V,

m Skala k dotyczy dlugosci. Pola (powierzchnie) rosng z kwadratem, a objetosci - z szeScianem skali.

Bryla 2 razy wieksza liniowo ma 4 razy wieksze pole powierzchni i 8 razy wieksza objetosc.

PRZYKLAD
Przekroj ostrostupa ptaszczyzna rownolegta do podstawy w potowie wysokosci odcina maty ostrostup

3
podobny w skali k = % Jego objetosc to (%) = é objetosci catego.
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m DZIAL 12

Kombinatoryka, prawdopodobienstwo
i statystyka

TEORIA | WZORY

Karta CKE podaje wzory na permutacje, kombinacje i klasyczne prawdopodobienstwo - ale nie ttu-
maczy kiedy czego uzy¢, ani nie podaje reguty mnozenia, od ktérej zaczyna sie kazde zliczanie. Tu
tez: Srednia wazona i szybszy wzor na wariancje.

121 REGULY ZLICZANIA

Reguta mnozenia

ny-ng-... N
m Gdy wybor sklada sie z kolejnych etapow (,najpierw..., potem..., na koncu..”), liczby mozliwosci na
kazdym etapie mnozysz. To fundament - permutacje i wariacje z karty to tylko szczegélne przypadki tej

reguty.

PRZYKLAD

lle liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach? Setki: 9 mozliwosci (bez zera), dziesiatki: 9 (bez uzyte;j
cyfry, ale zero juz wolno), jednosci: 8. Razem 9 -9 - 8 = 648.

Reguta dodawania

m Gdy scenariusze wykluczajg si¢ (,albo..., albo..”), mozliwosci dodajesz. Mnozysz wzdtuz etapow, doda-

jesz miedzy wariantami.
Liczba wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego
271

m Kazdy element ma dwie opcje: jest w podzbiorze albo go nie ma - stad 2 - 2 - ... - 2. Wliczamy zbior

pusty i caly zbior.

12.2  KTORY WZOR WYBRAC? TABELA DECYZYJNA

m Wzory na permutacje, wariacje i kombinacje sq w karcie - ale karta nie méwi, kiedy ktorego uzy¢.

Odpowiadasz na dwa pytania: czy kolejno$¢ wyboru ma znaczenie? czy elementy moga si¢ powtarzac?
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Sytuacja Kolejnos¢? Wzor

ustawiamy wszystkie elementy w rzad tak P, =n!

wybieramy k z n, bez powtorzen tak vk = (nf!k)!

wybieramy k z n, z powtoérzeniami tak nk

wybieramy k z n (druzyna, delegacja) nie (z
PRZYKLAD

Trzycyfrowy kod PIN (cyfry moga sie powtarzac): kolejno$¢ ma znaczenie, powtdrzenia dozwolone -
10 = 1000. Trzyosobowa delegacja z klasy 20 0séb: kolejnoéé bez znaczenia - (230) = 1140.

12.3 PRAWDOPODOBIENSTWO - WLASNOSCI PRAKTYCZNE

Metoda drzewka

m Przy do$wiadczeniach wieloetapowych (losowanie bez zwracania, dwa rzuty) rysuj drzewko: praw-
dopodobienstwa wzdluz galezi mnozysz, a wyniki réznych gatezi dodajesz. Suma prawdopodobienstw na

gateziach wychodzacych z jednego wezta musi dac 1 - to szybki test poprawnosci.

PRZYKLAD

W urnie 3 kule biafe i 2 czarne; losujemy dwie bez zwracania. P(obie biate) = % . % = 1—30 (druga gataz:
po wyjeciu biatej zostaty 2 biate z 4 kul).
Metoda zdarzenia przeciwnego

P(co najmniej jeden) = 1 — P(zaden)

® Haslo ,co najmniej jeden” = czerwona lampka: policz szanse, Ze nie trafi si¢ Zaden, i odejmij od jedynki.

Wprost trzeba by rozpatrywaé przypadki ,dokladnie jeden, doktadnie dwa..” - duzo dtuze;.

PRZYKLAD

Rzucamy dwa razy kostka. P(co najmniej jedna széstka) = 1—P(brak szdstek) = 1— % -g =1-===.
Réznica zdarzen

P(A\ B) = P(A) — P(AN B)

m ,Zaszlo A, ale nie B”: od szansy na A odejmujesz cze$¢ wspolna. Uwaga - nie wolno odjaé po prostu
P(B).
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124 STATYSTYKA

Srednia wazona

W1X] + WoXp + - + WX,

X =
w; + Wy + Wy,

m Kazda warto$c liczy sie tyle razy, ile wynosi jej waga w; (np. liczba uczniow z dang ocena). Dzielisz

przez sume wag, nie przez liczbe wartosci.

PRZYKLAD
Oceny: trzy piatki i dwie dwojki. x = 3’2:2'2 = % = 3.8.
Mediana

®m Najpierw uporzqdkuj dane rosngco! Mediana to wyraz §rodkowy, a przy parzystej liczbie danych -

srednia dwoch srodkowych. Bez sortowania wynik bedzie bledny.
Wariancja - posta¢ alternatywna

, XXX,
o° = — X
n

m ,Srednia kwadratéw minus kwadrat éredniej”. Daje ten sam wynik co wzér z karty, ale bez liczenia

roznic x, — % - mniej rachunkéw, mniej bledow. Odchylenie standardowe: o = Vo2

PRZYKLAD

Dane: 1,2, 3,6. Srednia ¥ = 3. Wariancja: @ —9=2X

=—-9=3)5.
4
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m DZIAL 13

Granice i pochodna

TEORIA | WZORY

Pochodna mierzy, jak szybko funkcja roénie - geometrycznie: nachylenie stycznej. Karta CKE podaje
pochodne sumy, iloczynu i ilorazu, ale nie podaje pochodnej funkcji ztozonej - a bez niej nie policzysz
nawet [(2x + 1)10]1.

13.1  GRANICE FUNKCJI [Rr]

Granica ilorazu wielomianéw w =

m Jak przy ciagach: liczy sie tylko najwyzsza potega. Stopien licznika mniejszy od mianownika = gra-

nica 0; réwny = iloraz wspotczynnikow; wigkszy = =+oo.

Symbole nieoznaczone (wymagaja przeksztatcenia)

5

0
0

m ,Nieoznaczony” znaczy: wynik moze wyj$¢ dowolny - trzeba najpierw przeksztalci¢ wyrazenie (skro-

ci¢, wylaczy¢ potege), a dopiero potem przejs¢ do granicy.

PRZYKLAD

2 _ -2 2 -
lirr; X 24 to typ %. Rozktadamy: G=2k+2) =x+224
x—2 X —

5 =2

13.2  POCHODNA [Rr]

Pochodna funkcji ztozonej

[f(g@)] = f'(g(x) - g'(x)

m Funkcja ztozona to ,funkcja w funkcji” (np. cos do dziesiatej potegi). Przepis: pochodna zewnetrznej
- z wnetrzem przepisanym bez zmian - razy pochodna wnetrza. O tym ,razy wnetrze” zapomina sie
najczesciej.

PRZYKLAD

[(2x + 1)']" = 10(2x + 1)° - 2 = 20(2x + 1)°.

pochodna wnetrza
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Pochodna pierwiastka

(ﬁ)'=$ (x> 0)

m To wzoér (x") =nx"'dlan= % tylko zapisany wygodniej.

13.3  INTERPRETACJE POCHODNIE]J [R]

Wspoétczynnik kierunkowy stycznej

a= f"(x)

B Wartos$¢ pochodnej w punkcie to nachylenie stycznej w tym punkcie. Cheesz stycznej rownolegtej do
y = 3x? Szukasz x;, dla ktérego f’(x,) = 3. Dwie krzywe sa styczne, gdy w punkcie wspélnym maja tez

wspo6lng pochodna.

PRZYKLAD
f(x) = x%, punkt x, = 1. f'(x) = 2x, wieca = f’(1) = 2; styczna: y = 2(x — 1) + 1 = 2x — 1.

Warunek wystarczajacy ekstremum

B Samo f’(x,) = 0 to za mato (kontrprzyklad: f(x) = x*> w zerze - pochodna zerowa, ekstremum brak).
Pochodna musi w x, zmienia¢ znak: z + na — to maksimum, z — na + to minimum. Zawsze zbadaj znak

pochodnej po obu stronach!

Schemat zadania optymalizacyjnego

- zapisz wielko$¢ optymalizowang jako funkcje jednej zmiennej (druga wyznacz z warunku za-
dania),

- wyznacz dziedzing wynikajaca z geometrii/tresci (np. dtugosci musza by¢ dodatnie),
. policz pochodna, znajdz jej miejsca zerowe i zbadaj znak,
. sprawdz, czy ekstremum lezy w dziedzinie, policz warto$¢ i sformutuj odpowiedz.

PRZYKLAD

Z drutu dtugosci 20 zbuduj prostokat o najwiekszym polu. Boki: x i 10 — x, pole P(x) = x(10 — x) =
10x — x* dla x € (0,10). P’(x) = 10 — 2x = 0 = x = 5; pochodna zmienia znak z + na —, wiec
maksimum. Najwieksze pole: kwadrat 5 x 5, P = 25.
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